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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга является элементарным введением в общую теорию экс-
тремальных задач (задач минимизации функционалов на подмноже-
ствах нормированных пространств) и такие тесно связанные с ней
разделы математики, как математическое программирование, вариа-
ционное исчисление и оптимальное управление.

Хотя имеется очень большой выбор руководств разной степени труд-
ности и по линейному и нелинейному программированию, и по вариа-
ционному исчислению, и по оптимальному управлению, книг, в кото-
рых изложение этих дисциплин ведется с общей точки зрения теории
экстремальных задач, сравнительно немного, и почти все они достаточ-
но сложны для первого знакомства (отметим здесь книги [2, 3, 6, 11, 12,
14, 15, 19, 28, 37, 45].

Требования к математической подготовке читателя данного учебно-
го пособия умеренны: стандартные курсы анализа, линейной алгебры
и обыкновенных дифференциальных уравнений. Несмотря на то что
в первой главе приведены основные понятия и определения функцио-
нального анализа, желательно предварительное знакомство с ним. В то
же время из серьезных результатов функционального анализа в книге
использованы по существу только принцип сжатых отображений и тео-
рема Хана–Банаха. Остальные необходимые сведения из функциональ-
ного анализа: дифференцирование отображений нормированных про-
странств, теоремы отделимости для выпуклых множеств и конусов и
т.д., содержатся в первой главе.

Центральное место в книге занимает вторая глава, где с помощью
понятия конуса допустимых направлений сформулированы необходи-
мые условия минимума (первого и второго порядков) гладкого функци-
онала на некотором подмножестве нормированного пространства. При-
ведены также некоторые достаточные условия в этой задаче. Проблема
существования решений рассмотрена только в простейших случаях.

После этого вывод в последующих главах таких классических ре-
зультатов, как, например, теорема Куна–Таккера в математическом про-
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граммировании, уравнения Эйлера и Якоби в вариационном исчисле-
нии или принцип максимума Понтрягина в оптимальном управлении,
сводится к вычислению производных соответствующих функционалов,
построению конусов допустимых направлений и интерпретации общих
необходимых (или достаточных) условий в данных конкретных задачах.

Пособие рассчитано на студентов математических, инженерных и
экономических специальностей и основано на курсах лекций по дис-
циплине «Вариационное исчисление и методы оптимизации», которые
автор читал в Днепропетровском государственном университете и Ле-
нинградском педагогическом институте им.А.И.Герцена.

Символ � обозначает конец определения, доказательства и т. д.

ВВЕДЕНИЕ

Экстремальные задачи — это задачи об отыскании максимумов и
минимумов функций и функционалов при возможных ограничениях
разного вида.

В той или иной форме задачи такого рода известны давно, и про-
стейшие из них были решены элементарными методами.

В дальнейшем общая задача об отыскании экстремума функции од-
ной переменной способствовала возникновению дифференциального
исчисления, а задачи на максимум и минимум для функций одной и
нескольких переменных стали классическими задачами анализа.

К их числу относится и задача об экстремуме функции
f (x1, x2, . . . , xn) с дополнительными ограничениями типа равенств:
fi(x1, x2, . . . , xn) = 0, i = 1, 2, . . . , m, которая решается с помощью
правила множителей Лагранжа. Определяя в Rn подмножество Q как
множество векторов x = (x1, x2, . . . , xn), удовлетворяющих этим усло-
виям, рассматриваемую задачу можно сформулировать следующим
образом: найти минимум функции f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) (или ми-
нимум функции −f (x) для случая максимума f (x)) на подмножестве
Q ⊂ Rn.

Развитие приложений (в особенности в экономике) потребовало рас-
смотрения также ограничений типа неравенств, что в конечном итоге
вызвало появление новой математической дисциплины— математиче-
ского программирования; здесь речь идет о минимизации функции f(x)
на подмножестве Q ⊂ Rn вида Q = {x : fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}.
Очевидно, эта задача обобщает предыдущую, т.к. любое ограничение
вида fi(x) = 0 эквивалентно двум ограничениям fi(x) ≤ 0, fi(x) ≥ 0.

Если функции f (x) и fi(x) линейны, то получается задача линей-
ного программирования, если функции f (x) и fi(x) выпуклы (так что
Q тоже выпукло), то это задача выпуклого программирования, если
f (x) квадратична, а fi(x) линейны, мы приходим к задаче квадратич-
ного программирования.

Параллельно этому возникли и решались, начиная с задачи о брахи-
стохроне (линии наискорейшего спуска), задачи об экстремумах инте-
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